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物理信息网络1.1

n  物理微分方程

物理微分方程是描述自然界中连续物理现象的方程，广泛应用于各个领域，如

力学、热学、电磁学、流体力学、量子力学等。微分方程的建立通常是为了描

述某个物理系统随时间或空间变化的规律，它将物理量与其导数联系起来，揭

示出系统的动态行为。

n  常见的物理微分方程

常见的微分方程有以下这些：

拉普拉斯方程（Laplace Equation），波动方程（Wave Equation），热传导方

程（Heat Equation），薛定谔方程（Schrödinger Equation），纳维-斯托克

斯方程（Navier-Stokes Equation）……

n  物理微分方程

物理微分方程是描述自然界中连续物理现象的方程，广泛应用于各个领域，如

力学、热学、电磁学、流体力学、量子力学等。微分方程的建立通常是为了描

述某个物理系统随时间或空间变化的规律，它将物理量与其导数联系起来，揭

示出系统的动态行为。

n  常见的物理微分方程

常见的微分方程有以下这些：

拉普拉斯方程（Laplace Equation），波动方程（Wave Equation），热传导方

程（Heat Equation），薛定谔方程（Schrödinger Equation），纳维-斯托克

斯方程（Navier-Stokes Equation）……
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物理信息网络1.1

n  拉普拉斯方程

拉普拉斯方程，又名调和方程、位势方程，是一种偏微分方程。因为由法国数学家

皮埃尔-西蒙·拉普拉斯首先提出而得名。求解拉普拉斯方程是电磁学、天文学、热

力学和流体力学等领域经常遇到的一类重要的数学问题，因为这种方程以势函数的

形式描写电场、引力场和流场等物理对象（一般统称为“保守场”或“有势场”）

的性质。

�2� = 0  或    
�=1

 �

 
�2�
���2

= 0

拉普拉斯算符(Laplacian) �2 被定义为梯度的散度(� ⋅ �)，有点类似于单变量函数

的2阶导数。二阶导数与拉普拉斯算符都是描述速度的变化(加速度)。
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物理信息网络1.1

n  一维拉普拉斯方程
�2�
��2

= 0

表示在空间上 的“速度”变化率为0，与引入时间维度牛顿第二运动定律� =

��, � = � �2�
��2

对比，假设� = 1，对应于作用力和加速度都等于0情况，蜕化为牛顿

第一定律———无外力作用下，物体保持匀速直线运动或静止状态。想象一下，没

有开启发动机沿直线高速滑行的太空飞船，也是处于一种均衡状态。
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物理信息网络1.1

n  二维拉普拉斯方程 �2�
��2

+
�2�
��2

= 0

适用的场景如：室内均衡的气温的Laplacian等于0。Laplacian等于0的函数被称为

Harmonic，这种函数描述的场景是：每个点的函数值等于它周围点的平均函数值。

皂膜可作为一个直觉的想象。若某点的函数值偏离了周围点的值，均衡就被打破了，

偏离的越多，拉普拉斯算子越大，回归均衡的速度越快。
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物理信息网络1.1

n 热传导方程

热传导方程由法国物理学家傅里叶（Joseph Fourier）在1822年提出。通过实验观

察，傅里叶发现热量从高温区域传递到低温区域，这一现象可以用数学语言来进行

表达。傅里叶提出的“傅里叶定律”指出，热流密度与温度梯度成正比，基于这一

物理原理，傅里叶推导出了热传导方程。

热方程解决了什么问题？简单的说：对于一个温度分布不均匀的物体，通过求解热方

程，可以知道它的温度如何随时间和空间的变化而变化，即温度   � �, � 

关于时间 � 和空间 � 的函数。

��
�� =

�2�
��12

+⋯+
�2�
���2
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物理信息网络1.1

n  热传导方程的含义

含义很简单，可粗略的认为：温度分布不均的物体的某一点温度的变化速度 
��
��
 取决

于该点与相近点温度均值的差 �2�。换言之，如果某点的温度远高于周围温度，该

点温度会快速下降；反之，若某点温度远低于周围温度，其温度将快速上升。
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物理信息网络1.1

n波动方程

是一种二阶线性偏微分方程，主要描述自然界中的各种的波动现象—正如它们出现

在经典物理学中—例如机械波，包括声波、光波、引力波、无线电波、水波、和地

震波。波动方程是双曲形偏微分方程的最典型代表，其最简形式可表示为：关于位

置x和时间t的标量函数u（代表各点偏离平衡位置的距离）满足：

�2�
��2

= �2�2�

这里�通常是一个固定常数，代表波的传播速率。在常压、20°C的空气中v为343米/

秒。

https://zh.wikipedia.org/wiki/%E5%B8%B8%E6%95%B0
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物理信息网络1.1

n波方程直观理解

波以速度c向右侧传播(1 维)
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物理信息网络1.1

n物理信息网络的概念

这些网络结合了物理定律和机器学习方法，特别是神经网络，用于解决涉及物理现

象的问题。物理信息网络的核心思想是通过将已知的物理定律（如微分方程、守恒

定律等）融入神经网络的设计与训练中，从而提高模型的精度、鲁棒性和可解释性。

物理引导的神经网络最早是在科学计算和数值模拟领域提出的。随着神经网络在数

据驱动模型上的成功，人们意识到将已知的物理规律与机器学习方法结合，能够有

效提高模型在复杂物理问题中的预测能力。
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物理信息网络1.1

n物理信息网络的优点

物理引导网络概述它结合了基于学习和基于物理的方法的互补优势，在与物理定律

相关的同时，产生了高效、富有表现力、可推广的模型。
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什么是Neural ODE？——从离散到连续的动态系统建模2.1.1

左：残差网络定义有限变换
的离散序列。

右图：ODE 网络定义了一个向
量场，它不断变换状态。

圆圈代表评估位置。

神经常微分方程（Neural Ordinary Differential Equations，

Neural ODEs）是一类深度学习模型，将神经网络的隐藏状态视

为由常微分方程（ODE）描述的连续过程。传统的深度学习模型，

如前馈神经网络和循环神经网络，依赖于层与层之间的离散转

换，而神经ODE则将这种转换视为时间上的连续流动。

对比残差网络和ODE网络：

Residual Network：是通过残差连接的离散神经网络，适合处

理图像、视频等固定层次的任务，设计思想是在深层网络中保

持信息流的顺畅。

ODE Network (Neural ODE)：将网络建模转化为连续的微分方

程，适合动态系统建模和连续时间的任务，主要优势在于能通

过ODE求解器精确描述动态变化。

• Chen, Ricky TQ, et al. Neural ordinary differential equations. In: NIPS, 2018.
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一条轨迹 
� �0 ,  . . . ,  � ��−1 ,  � �� ,  . . . ,  � �� 

连续时间建模2.1.2
ODE（Ordinary Differential Equation，常微分方程）是描述

一个变量随另一个变量（通常是时间）变化的数学方程形式为：

�� � 
��

= � � � , � 

其中，� � 是时间 � 时的状态，方程描述了状态 � �  的变化速

率 
�� � 
��

 。

残差网络、循环神经网络解码器和归一化流等模型通过将一系列

变换组合到隐藏状态来构建复杂的变换：

��+1 = �� + � ��, �� 

当添加更多层并采取更小的步骤时会发生什么？在极限情况下，

使用神经网络指定的常微分方程参数化隐藏单元的连续动态：

�� � 
��

= � � � , �, � 

• Chen, Ricky TQ, et al. Neural ordinary differential equations. In：NIPS, 2018.
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连续时间建模2.1.2

Ø 从输入层 � 0  开始，可以将输出层 � �  定义为该 ODE 初始值问题在某个

时间 � 的解。该值可以通过黑盒微分方程求解器计算，该求解器在必要时评

估隐藏单元动力学 � 以确定具有所需精度的解。

Ø 将 ODE 求解器视为黑盒，并使用伴随灵敏度方法计算梯度。此方法通过及时

向后求解第二个增强型 ODE 来计算梯度，并且适用于所有 ODE 求解器。这种

方法随问题大小线性扩展，内存成本低，并且明确控制数值误差。

• Chen, Ricky TQ, et al. Neural ordinary differential equations.  In: NIPS, 2018.



20

Neural ODE的实现2.1.3

Ø Forward Process (前向计算过程)

ODE Net的前向计算，就相当于求解一个常微分方程初值问题。

Ø Backward Process (后向计算过程)

考虑优化标量值损失函数 � ∙ ，其输入是 ODE 求解器的结果：

� � �1  = � � �0 +  
�0

�1
� � � , �, � �� = � �������� � �0, �, �0, �1, �  

后向过程的目的是为了计算模型参数�的梯度
�� � �1  

��
，然后对�进行更新。

• Chen, Ricky TQ, et al. Neural ordinary differential equations.  In：NIPS, 2018.
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Neural ODE实例2.1.4

反向传播算法中存在需要保存前向计算

过程中的activation的问题，如果计算

图很复杂，要保存的activation会很多，

导致显存不足，因此可以使用adjoint 

method（伴随方法）来处理复杂的计算

图，其好处就是不需要在forward过程中

保存activation也能计算梯度。

adjoint method就是把backward过程看

作一个新的常微分方程初值问题 (IVP)，

直接用ODE Solver计算得到梯度值。

Forward过程的ODE：
�� � 
�� = � � � , �, � 

为� � 创建一个伴随状态：

� � =
��
�� � 

则� � 的变化过程可以用一个新的ODE表示：
�� � 
�� =− � � 

�� � � , �, � 
�� � 

Backward对应的IVP，初始条件是 � �1 =
��

�� �1 

利用ODE Solver求解� �0 ：

� �0 = � �1 +  
�1

�0 �� � 
�� �� = � �1 −  

�0

�1 �� � � , �, � 
�� � ��
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Neural ODE实例2.1.4

计算相对于参数�的梯度需要计算取决于� � 和� � 的积分：

��
�� =  

�1

�0
� � T

�� � � , �, � 
�� � ��

其中的向量雅可比乘积� � T ��
��
和� � T ��

��
可以通过自动微分有效进行评估。用于求解�,  � 和 

��
��
 的所

有积分都可以通过一次调用 ODE 求解器来计算，该求解器将原始状态、伴随和其他偏导数连接到单

个向量中。算法 1 展示了如何构造必要的动力学，并调用 ODE 求解器一次性计算所有梯度。
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Neural ODE实例2.1.4

大多数 ODE 求解器都可以选择多次输出状态 � � 。当损失取决于这些中间状态时，反向模式导

数必须分解为一系列单独的求解，每个连续的输出时间对之间都有一个求解。在每次观察时，

必须在相应的偏导数
��

�� �� 
的方向上调整伴随函数。图为 ODE 解的逆模式微分。伴随灵敏度法在

时间上向后求解增广 ODE。增强系统包含原始状态和损失相对于状态的敏感性。如果损失直接

取决于多个观察时间的状态，则必须在损失相对于每个观察的偏导数的方向上更新伴随状态。

• Chen, Ricky TQ, et al. Neural ordinary differential equations. In：NIPS, 2018.
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Neural ODE优势2.1.4

• 内存效率: 由于神经ODE只需要存储最终状态（因为伴随方法的应用），相比传统

的深度网络，它们更节省内存，后者需要存储反向传播所需的中间状态。

• 灵活的时间步长: 神经ODE可以对不规则时间间隔的数据进行建模，使其适用于数

据点不均匀分布的问题，如某些时间序列或物理过程。

• 自适应计算: ODE求解器可以根据动态的复杂程度自适应地选择函数评估的次数。

当动态简单时，可以节省计算量；当动态复杂时，可以提供更精确的评估。

• 融入先验知识: 神经ODE特别适用于物理信息场景，其中已知动力学的微分方程。

这些方程可以与数据驱动的模型相结合，产生更具可解释性和物理一致性的预测。
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什么是Neural PDE？2.2.1

Neural PDE (Neural Partial Differential Equation) 是一种利用神经网络解决

偏微分方程（PDE）问题的技术。这类方法通常结合了神经网络的灵活性和物理系统

中的PDE约束，能够处理许多传统数值方法难以解决的问题，如复杂的边界条件、高

维问题或不规则几何结构。

偏微分方程描述了连续物理过程的演化，例如流体动力学、热传导和电磁场等。 

PDE的一般形式是：

� �1, �2, . . . , ��, �,
��
��1

,
��
��2

, . . . ,
�2�
��12

,
�2�

��1��2
, . . . = 0

其中�1, �2, . . . , ��是自变量（通常表示空间和时间坐标）。�是待求解的函数（即解）。

��
��1

，
�2�
��12

 等是�的偏导数。
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偏微分方程(PDE)2.2.2

常见PDE类型包括椭圆形方程、抛物型方程、双曲型方程。

椭圆型方程常用于描述稳态问题，如静态热传导问题。经典例子是拉普拉斯方程：

�2� = 0

抛物型方程描述随时间演化的过程，典型的例子是热方程：
��
��
= ��2�

双曲型方程常用于描述波动或振动，如波动方程：
�2�
��2

= �2�2�

Neural PDE基本数学表达式：

��
�� = � �, ��, � 

其中�是解，��是梯度，�是时间，�是系统的物理模型。
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PINN——Neural PDE的实现形式2.2.3

近年来，神经网络等机器学习技术被用于PDE的近似求解。其中Physics-Informed Neural 

Networks（PINN）通过结合物理定律与神经网络，提供了一种新颖的PDE求解方式。

PINN框架的主要步骤包括：

• 构建神经网络：定义一个神经网络（通常是全连接网络），将输入的物理变量（如时间、

空间坐标）映射为网络输出（PDE解的近似）。

• 定义损失函数：PINN的损失函数包含两部分：数据误差损失（Data Loss）和物理方程损失

（Physics Loss）

• 训练过程：在训练过程中，通过反向传播优化网络的权重，使得数据误差和物理方程的残

差同时最小化。

• 求解PDE：在训练结束后，神经网络可以用来预测新的输入点上的PDE解。
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Neural PDE实例——PINO2.2.3

PINO是一种结合了物理信息和神经网络算子的新方法，用于学习求解参数化偏微分方程

（PDEs）的解算子。PINO利用神经算子框架，能够精确地近似给定PDE族的解算子，并且

在零样本超分辨率下不降低准确性。PINO 是一种混合方法，它结合了训练数据和物理约

束，来学习给定参数化 PDEs 家族的解算子。PINO 使用傅里叶神经算子（FNO）框架，

它是一个对任何连续算子的通用逼近器，并且在网格细化的极限中是离散化收敛的。

• Li, Zongyi, et al. Physics-informed neural operator for learning partial differential equations. ACM/JMS Journal of Data Science, 2024.
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Neural PDE实例——GPT-PINN2.2.3

GPT-PINN是一种新型的物理信息神经网络框架，

核心思想是结合元学习（meta-learning）和深度

学习技术，以提高求解参数化PDEs的效率。

这种方法设计了具有定制激活函数的网络架构，

这些激活函数是通过贪婪算法选择的参数值实例

化的预训练PINNs。提出了一种全新的元学习范式，

即GPT-PINN，用于解决参数化系统中PINNs面临的

训练成本和过度参数化的挑战。借鉴了经典的RBM

技术，采用策略来显著减小PINNs的规模，并加速

使用PINNs求解参数化PDE的过程。

• Chen Y, Koohy S. Gpt-pinn: Generative pre-trained physics-informed neural networks toward non-intrusive meta-learning of parametric pdes. Finite Elements in 
Analysis and Design, 2024.
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Neural PDE实例——NAS-PINN2.2.3

NAS-PINN是一种新型的神经网络架构搜索方法，它用于求解偏微分方程（PDEs）。NAS-

PINN通过自动搜索最优的神经网络架构来解决特定的PDEs问题。NAS-PINN通过构建混合操

作和引入掩码来实现不同形状张量的相加，将架构搜索问题转化为一个连续的双层优化问

题。在PINN框架中引入了空间信息。通过使用数值微分（ND）替代自动微分（AD），成功

地将空间信息引入模型中，确保模型得到的解符合物理定律。

• Wang Y, Zhong L. NAS-PINN: neural architecture search-guided physics-informed neural network for solving PDEs. Journal of Computational Physics, 2024.
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Neural PDE实例2.2.3

基于神经网络的偏微分方程（PDE）求解方法，提出了一种新的采样方法，通过随机采样

内部权重来构建神经网络的基函数，并通过分离变量的方法解决时间相关问题。通过对隐

藏层的权重进行采样，提出了一种用于求解偏微分方程（PDE）的新方法。对于静态线性

PDE，通过求解一个线性问题来找到解，从而减少了参数的数量。对于一般的时间依赖性

PDE，通过在空间中随机采样ansatz函数，将问题简化为求解高维ODE。
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Neural PDE应用2.2.4

Neural PDE方法通过结合数据和物理约束，能够在复杂物理问题的建模和求解上取得优异

的表现，特别是在高维问题或不规则几何结构下，Neural PDE展现了出色的适应性。

• 流体力学：如气流或水流模拟，可以通过Navier-Stokes方程进行建模。

• 热传导：用于热扩散或温度场计算。

• 电磁场模拟：解决电磁波传播等问题。

• 材料科学：预测应力应变的变化。



与图神经网络的关联
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显式图神经网络3.1

社交网络 疾病路径知识图谱 分子结构

图神经网络（Graph Neural Networks, GNN）是一类专门用于处理图结构数据的深度学习模

型，能够有效捕捉图中节点及其连接关系的复杂信息。因此GNN广泛应用于社交网络分析、

推荐系统、化学分子结构预测等领域。

n  图神经网络研究背景

• Kipf, T. N.; and Welling, M. Semi-supervised Classification with Graph Convolutional Networks. In ICLR, 2017.
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显式图神经网络3.1

图卷积网络（Graph Convolutional Network, GCN）是一种扩展卷积操作到图结构数据的模

型，它通过节点及其邻居之间的信息传递，生成节点的嵌入表示，图卷积的公式如下：

n  图卷积网络

图像 图网络卷积 图卷积
• Kipf, T. N.; and Welling, M. Semi-supervised Classification with Graph Convolutional Networks. In ICLR, 2017.

�:隐藏层表示，�:添加了自连接的无向图的邻接矩阵，�:邻接矩阵的度，�:可训练的权重矩阵

卷积神经网络  VS 图卷积网
络
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显式图神经网络3.1

n  图卷积网络面临的挑战

• Wu F, Souza A, Zhang T, et al. Simplifying graph convolutional networks. In ICML, 2019.
• Wang Y, Wang Y, Yang J, et al. Dissecting the diffusion process in linear graph convolutional networks. In NIPS, 2021.

l 在图卷积网络（GCN）中，随着图的层数增加，节点的特征在多次卷积后逐渐趋同，最终

导致同一图中的不同节点特征变得无法区分，导致精度下降 ，这类被称为“过平滑”问

题。

l 现有的图卷积网络（如GCN和SGC）在特征传播过程中存在效率与表现之间的权衡问题。

简单图卷积（SGC）通过减少非线性操作和层数，提高了计算效率，但仍然会受到过平滑

问题的影响，简单图卷积公式如下：Y = softmax ���� 

其中 � = �−12��−12，�表示传播的层数， �为可训练的权重矩阵
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显式图神经网络3.1

n图热方程（Graph Heat Equation）

图热方程（GHE）是一种模拟热量在图中随时间扩散的过程。其背后的核心思想是，节点的

特征信息会像热量一样，从一个节点传播到相邻的节点，并逐渐扩散到整个图。用数学方

式表示，图热方程可以被描述为一种偏微分方程，其形式类似于经典的热传导方程，表示

随时间变化的特征扩散。

X� 表示在时间 � 时刻的节点特征表示

                                                           

是图的拉普拉斯矩阵，负责捕捉图中节点之间的邻接关系

及其拓扑结构。
• Spielman D. Spectral graph theory. Combinatorial scientific computing, 2012.
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显式图神经网络3.1

n解耦图卷积（Decoupled Graph Convolution）

由于图热方程是一个连续动力学，因此在实践中可以利用数值方法来对它进行求解。而 

SGC 可以看作是图热方程的粗略有限差分。通过前向欧拉方法对图热微分方程求解可以得

到：

• Wang Y, Wang Y, Yang J, et al. Dissecting the diffusion process in linear graph convolutional networks. In NIPS, 2021.

通过K 次前向步骤的更新，将在终端时间得到最终的特征表示：

其中                                             ，T为终端时间，K为传播次数，
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显式图神经网络3.1

n解耦图卷积（Decoupled Graph Convolution）

• Wang Y, Wang Y, Yang J, et al. Dissecting the diffusion process in linear graph convolutional networks. In NIPS, 2021.

基于图热方程的DGC可以有效的缓解过平滑现象，在噪声环境下体现出良好的鲁棒性，并且

大大的提升了运算效率。
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显式图神经网络3.1

n状态空间模型（State Space Model）

• Behrouz A, Hashemi F. Graph mamba: Towards learning on graphs with state space models. In KDD, 2024.

状态空间模型是一种序列模型，通常被称为线性时不变系统，它将输入序列� � 映射到响应

序列� � 中。具体来说，SSM 使用潜在状态 ℎ � ，演化参数A和投影参数B、C进行更新：

为缓解深度学习设置中求解上述微分方程的难度，通常采用参数∆对上述系统进行离散化
处理：

其中
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显式图神经网络3.1

n图曼巴网络（Graph Mamba Network）

• Behrouz A, Hashemi F. Graph mamba: Towards learning on graphs with state space models. In KDD, 2024.

由于在图数据的非因果结构与顺序数据模型不兼容的问题上。现有的模型在处理复杂的长程

依赖图结构时效率较低，缺乏有效的选择机制，因此难以对图数据进行高效学习。

Mamba状态转移示意图：
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显式图神经网络3.1

n图曼巴网络（Graph Mamba Network）

• Behrouz A, Hashemi F. Graph mamba: Towards learning on graphs with state space models. In KDD, 2024.

长序列 Mamba 显示了较长序列的性能改进， Graph Mamba通过为每个节点进行随机游走，

并从其邻居节点构建令牌子图序列，这些序列随后用于特征编码，子图的长度为m。

并对每种不同步长的子图重复选择 s 次。



43

显式图神经网络3.1

n图曼巴网络（Graph Mamba Network）

• Behrouz A, Hashemi F. Graph mamba: Towards learning on graphs with state space models. In KDD, 2024.

Ø 节点的度及子图的步长很大程度上反应一个子图及节点

的信息量，由于步长小的标记对上下文的信息较少，而

步长大的标记具有几乎整个序列的信息。

Ø 图曼巴网络则根据子图的距离信息将其从外向内排序，

以便较内层的子图能够携带关于全局结构的信息，而较

外层的子图则能够更加依赖局部信息。

Ø 考虑到SSM属于循环模型并且需要有序输入，而图结

构数据没有任何顺序并且需要编码器的配合处理。为此，

图曼巴网络并使用两个循环扫描模块分别扫描两个不同

子图排序方向的数据。
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隐式图神经网络（均衡图神经网络）

n显式图神经网络存在的问题：

1. 高阶信息难以捕获 2. 爆炸的网络参数

3.2
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隐式图神经网络

显示神经网络 vs 隐式神经网络

• Bai, Shaojie, J. Zico Kolter, and Vladlen Koltun. Deep equilibrium models.  In: NIPS, 2019.

3.2
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隐式图神经网络

DeepONets 网络结构
对于一个偏微分方程，任何的边界或初始条件，

这个网络都能获得这个偏微分方程的解

网络拟合

• Lu, Lu, et al. Learning nonlinear operators via DeepONet based on the universal approximation theorem of operators. Nature Machine Intelligence, 2021. 

3.2
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隐式图神经网络

1. 大多数稳态偏微分方程的解可以

表示为非线性算子的不动点

2. 使用不动点方程求解器直接

求解稳态偏微分方程的解

3. 使用隐式算子层求解无限深度不动点，

网络训练参数大大降低

优化策略

• Marwah, Tanya, et al. Deep equilibrium based neural operators for steady-state PDEs.  In: NIPS, 2023.

3.2
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隐式图神经网络

隐式图神经网络更具稳定性!

3.2
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隐式图神经网络3.2

n 大规模图结构数据如何处理？

通过将深层前馈图神经网络转为隐式图神经网络大大降低了网络参数量，但依然存在大规模图
数据无法处理的问题。医疗和社交网络的图节点的规模可能在百万、千万级。
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隐式图神经网络3.2

• Liu, Juncheng, et al. "Scalable and Effective Implicit Graph Neural Networks on Large Graphs." in ICLR, 2024.

1. 图节点粗化 2.   随机求解器

通过粗化处理，使用随机求解器对子图进行
训练，得到的表示和使用完整图进行训练能
够取得近似的值！



51

隐式图神经网络

如何将构建一个更具表示能力的隐式图神经网络并用于多模态数据处理？

现有隐式图神经网络的不足：

1. 网络表示能力有一定不足 2. 难以处理多模态数据

图结构
数据

线性隐式图网络

3.2
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针对问题1：受谱图理论的启发，我们构建了一个非线性的隐式图网络

跨模态非线性的隐式图网络

• Pi Y, Wu Y, Huang Y, et al. Inhomogeneous Diffusion-Induced Network for Multiview Semi-Supervised Classification. IEEE Transactions on Neural 
Networks and Learning Systems, 2024.

针对问题2： 定义了半监督场景下的跨模态一致性，实现了跨模态融合

3.2
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隐式图神经网络

用于多模态场景下的隐式图神经网络结构

• Pi Y, Wu Y, Huang Y, et al. Inhomogeneous Diffusion-Induced Network for Multiview Semi-Supervised Classification. IEEE Transactions on Neural 
Networks and Learning Systems, 2024.

3.2
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自然语言处理

状态空间模型(State Space Model, SSM) 是一类数学模型，用于描述一个系统的状态如何随时间

演变，适合用于处理动态系统，通过一系列状态变量来表征系统当前的状态以及如何在下一时间步

转移。

状态空间模型由以下两个方程组成:

• 状态方程:  �′ � = �� � + �� � 

• 观测方程:  � � = �� � + �� � 

4.1
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SSM不使用离散序列，而是将连续序列作为输入并预测输出序列，A, B, C, D矩阵为可学习的参

数，学习后，A, B, C, D固定不变，我们称为线性时不变系统(Linear time-invariant system, 

LTI)。但后续的改进版本mamba中这四个矩阵随着输入不同而变化。

自然语言处理4.1
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4.1.1

在深度学习中，D 矩阵类似skip connection，因此 SSM 也可以被视作如下形式:

自然语言处理
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4.1.1 自然语言处理

Mamba中采用的的是零阶保持技术(Zero-order 

hold technique)，下面简单介绍一下ZOH:

� = exp  Δ� � =  ΔA  exp ΔA − I ∙ Δ�

为了在实际计算中使用，特别是在机器学习任务中，通常需要将连续时间的状态空间模型转化

为离散时间的形式。这是因为在数值计算中，计算机无法直接处理连续时间的系统。大部分实

际问题中的数据都是离散的（例如，图像、音频、时间序列等），因此需要将连续的数学模型

转化为离散形式，以便在计算机上进行处理。
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ZOH，全称为零阶保持器（Zero-Order Hold），是一种用于将离散信号转化为连续信号的常用

方法。ZOH的原理是保持输入信号在每个采样周期内的值不变，直到下一个采样周期开始。换句

话说，在采样之间，信号值保持恒定，从而形成了一系列阶梯状的信号输出。

自然语言处理4.1
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1. 每次收到离散信号时，我们都会保留其值，直到收到新的离散信号，如此操作导致的结果就是创建了 

SSM 可以使用的连续信号，

2. 保持该值的时间由一个新的可学习参数表示，称为步长(step size)——Δ，它代表输入的阶段性保持

(resolution)

3. 有了连续的输入信号后，便可以生成连续的输出，并且仅根据输入的时间步长对值进行采样

自然语言处理4.1
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� = exp  Δ� � =  ΔA  exp ΔA − I ∙ Δ�

这些采样值就是我们的离散输出,针对A，B 按如下方式做零阶保持，能够从连续SSM转变为离
散SSM。

�和�为离散后的模型参数，离散SSM可由如下方程表示:

 ℎ� = �ℎ�−1 + ���
       �� = �ℎ�

自然语言处理4.1
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自然语言处理

离散化后的SSM公式可以表示为两种形式，递归和卷积。如下所示，公式(2a)是离散状态空

间方程的递归形式，通过不断递推，我们可以得到卷积形式，如公式(3a)所示。

• 卷积结构表示：方便并行训练

• 递归结构表示：方便快速推理

• Gu, A. and Dao, T. Mamba: Linear-time sequence modeling with selective state spaces. arXiv preprint arXiv:2312.00752, 2023.

总之，这类模型可以非常高效地计算，可

以通过递归或卷积实现，且在序列长度上

具有线性或接近线性的扩展性。

4.1
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自然语言处理

• Albert Gu, Tri Dao, Stefano Ermon, Atri Rudra, and Christopher Ré. “HIPPO: Recurrent Memory with Optimal Polynomial Projections”. In: NIPS, 2020.

在自然语言处理任务中，捕捉长距离依赖关系是至关重要的，但由于序列的长度增长会导致

存储和计算成本急剧增加。HIPPO矩阵是一种高阶多项式投影操作符，它能够在有限的存储

空间内高效地解决序列建模中的长程依赖问题。

4.1
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结构化状态空间模型(Structured State Spaces for Sequences ,S4) 优点在于能捕捉长

程依赖(通过HIPPO)，并且可以通过卷积并行训练。但是S4依赖于线性、时不变(LTI)的系

统假设，而自然语言的复杂结构和非线性依赖超出时不变系统的能力，无法有效处理复杂

语境下的某些任务。比如选择性复制任务和归纳头任务。

自然语言处理

• Albert Gu, Karan Goel, and Christopher Ré. Efficiently Modeling Long Sequences with Structured State Spaces. In: ICLR, 2022.

4.1
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n 选择性复制任务相对于流行的复制任务，改变了需要记忆的标记的位置。该任务要求具备内容

感知推理能力，以能够记住相关的标记（有颜色的）并过滤掉无关的标记（白色的）。

n 归纳头任务是一种被广泛假设用来解释大型语言模型（LLMs）大部分上下文学习能力的机制，

该任务要求上下文感知推理能力，以在适当的上下文中知道何时生成正确的输出（黑色的）。

自然语言处理

• Martin Arjovsky, Amar Shah, and Yoshua Bengio. Unitary Evolution Recurrent Neural Networks. In: ICML, 2016.

4.1
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这些任务揭示了线性时不变 (LTI) 模型的失效模式。从递归的角度来看，LTI 模型的恒定动态

（公式 (2) 中的 (�, �) 转换）无法让它们从上下文中选择正确的信息，或者以依赖输入的方式

影响沿着序列传递的隐藏状态。从卷积的角度来看，已知全局卷积可以解决基本的复制任务，因

为它只需要时间感知能力，但在选择性复制任务中则存在困难，原因在于它们缺乏内容感知能力。

更具体地说，输入到输出之间的间隔是变化的，无法通过静态卷积核进行建模。

自然语言处理

• David W Romero, Anna Kuzina, Erik J Bekkers, Jakub M Tomczak, and Mark Hoogendoorn. CKConv: Continuous Kernel Convolution For Sequential 
Data. arXiv preprint arXiv:2102.02611, 2021.

4.1
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� � (� ) = � � � � � � � (� )、� � (� ) = � � � � � � � (� )、� ∆(� ) = � � � � � � � � � � (� � �

� � � 1(� ))，且� ∆ = � � � � � � � � ，其中� � � � � � �  是维度 �  的参数化投影。

通过以上算法对比可以发现，这些参数现在有一个长度维度L，这意味着模型已经从时不变变为时变。 

构建序列模型的一个基本原则是选择性，或者说上下文感知的关注或过滤输入到序列状态的能力。

将选择机制纳入模型的一种方法是让影响序列交互的参数依赖于输入。

自然语言处理4.1
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Mamba架构如下。

4.1 自然语言处理
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4.1 自然语言处理
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计算机视觉

p计算机视觉是人工智能和计算机科学的一个分支，旨在让使计算机能够理解和解释视觉信息

（如图像和视频）的领域。其目标是模拟人类的视觉系统，以自动化分析和理解视觉数据。

p计算机视觉应用领域有：医疗影像分析，自动驾驶，人脸识别，图像和视频监控

4.2
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扩散模型

p扩散模型是一种生成模型，通过逐步添加噪声到数据中，再通过逆向过程去噪以生成新样本。

p扩散模型的基本过程分为两个阶段分别是：前向过程与反向过程

p优势：高质量生成，多样性，训练稳定性

4.2

• Croitoru, F. A., Hondru, V., Ionescu, R. T., & Shah, M. Diffusion models in vision: A survey. IEEE Transactions on Pattern Analysis and Machine Intelligence, 2023.
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扩散模型

p扩散模型的基本过程分为两个阶段分别是：前向过程与反向过程

p优势：高质量生成，多样性，训练稳定性

Linear interpolation                                                                         Rectified Flow                                           

4.2

• Croitoru, F. A., Hondru, V., Ionescu, R. T., & Shah, M. Diffusion models in vision: A survey. IEEE Transactions on Pattern Analysis and Machine Intelligence, 2023.
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扩散过程的具体说明

前向扩散过程：前向过程是将真实数据逐步添加噪声，直到变为纯噪声

             使用以下公式可以直接获取特定时间步长�下的噪声分布

             每一步都依赖于前一步的输出，使得模型能够在每一步中控制噪声的添加量。

�� = ���0 + 1 − ���

4.2
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扩散过程的具体说明

反向扩散过程：从纯噪声开始，逐步去噪以恢复原始数据的分布。 由于该结果不可直

接计算，主要通过训练神经网络�来逼近它。通过不断迭代，最终将噪声样本转化为清晰的

图像。训练目标损失函数：

�� = ���0 + 1 − ���

������� = ��,�0,�[||� − �� ��,� ||2]

4.2



75

扩散模型在目标检测中的应用

 目标检测是计算机视觉的一项关键任务，旨在识别图像中的目标对象并定位其位置。该任务面临挑

战：检测精度、速度以及对小物体和遮挡物体的识别能力。针对这个问题扩散模型可以实现以下功能：

数据增强：使用扩散模型生成合成图像，增加数据集的多样性。

目标定位：利用扩散模型可以通过去噪过程更清晰地突出目标，使得后续的定位算法（如边界框回归）

能够更准确地识别目标。

4.2

• Luo, R., Song, Z., Ma, L., Wei, J., Yang, W., Yang, M. Diffusiontrack: Diffusion model for multi-object tracking. In: AAAI, 2024.
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扩散模型在自动驾驶领域的应用

自动驾驶的目标是：获得一个可以应对复杂条件下的自动驾驶模型。

针对这个问题扩散模型可以实现以下功能：

数据增强：生成多样化的合成图像，模拟不同天气、时间和环境条件下的驾驶场景，从而增强自动

驾驶模型的训练数据。

图像去噪：针对传感器数据（如相机图像）常常受到噪声影响，扩散模型可以用于去噪。

4.2

• Harvey, W., Naderiparizi, S., Masrani, V., Weilbach, C.,  Wood, F. Flexible diffusion modeling of long videos. In：NIPS, 2022.
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扩散模型在图像生成中的应用

任务目标： 利用算法生成的图像应具有高质量、真实感和多样性。

流程：噪声添加过程：将真实图像逐步添加噪声，直到图像变得不可识别，形成一个高维噪声分布。

去噪过程：从随机噪声开始，通过训练的网络逐步去噪，生成与训练数据相似的新图像。

4.2

• Ho, Jonathan; et al. “Cascaded diffusion models for high fidelity image generation”. The Journal of Machine Learning Research, 2022.
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扩散模型在图像到图像的转换中的应用

同样的方式也适用于图像到图像的合成，但是图像的转换一半需要输入样本图像作为

参考图像。生成的图像在语义和视觉上与作为参考的图像相似。这个过程在概念上类

似于基于风格的生成式对抗网络模型，然而，它在保留图像的语义结构方面做得更好。

4.2

• M Xia, Y Zhou, R Yi, et al. A Diffusion Model Translator for Efficient Image-to-Image Translation,  IEEE Transactions on Pattern Analysis and Machine 
Intelligence, 2024.
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扩散模型在2D模型到3D模型生成中的应用

任务目标：利用简单的2D图生成的3D图像。

流程：

Ø 通过输入2D图像及其对应3D模型，对网络架构进行训练。

Ø 输入2D图像，从随机噪声开始，通过训练后的网络逐步

      去噪，从而生成3D模型。

Ø 对生成的3D模型进行后期处理。

4.2

• Karnewar, A., Vedaldi, A., Novotny, D., Mitra, N. J. Holodiffusion: Training a 3d diffusion model using 2d images. In: CVPR, 2023. 
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蛋白质分子检测

p通过精确检测和分析蛋白质分子，不仅可以深入理解

生物过程中的关键机制，还能帮助识别疾病的生物标

志物，推动早期诊断和个性化医疗的发展。

p在药物研发中，蛋白质分子检测技术用于筛选药物靶

点、监控药物与蛋白质的相互作用，从而加速新药的

开发过程，提升药物的有效性和安全性。这些技术为

推动精准医疗和生物技术创新提供了坚实的基础。

4.3
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蛋白质分子检测背景

疾病诊断与监测 药物靶点发现与药物研发 精准医疗

蛋白质分子检测在生物医学和药物研发等领域具有极高的应用价值。

4.3
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蛋白质分子检测任务-蛋白质定量分
析

任务目标：蛋白质定量分析旨在测量样品中某种或某些特定蛋白质的含量。

面临挑战：

n 噪声干扰：样品中存在的其他分子或残留物质可能会干扰定量分析的准确性。

n 灵敏度限制：对于低丰度的蛋白质，常规检测方法可能难以检测，需结合高灵敏度技术。

n 高通量分析：面对复杂的生物样品，如何提高检测速度和通量是一个重要问题。

• Pagala V R, High A A, Wang X, et al. Quantitative protein analysis by mass spectrometry. Protein-protein interactions: Methods and applications, 2015.

4.3
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蛋白质分子检测任务-蛋白质相互作用研
究

任务目标： 蛋白质相互作用在细胞生物学中至关重要。蛋白质并不是孤立工作的，

它们通过与其他分子（如其他蛋白质、核酸、小分子）相互作用来调控细胞功能。

面临挑战：

n 特异性和灵敏度：研究蛋白质相互作用的特异性需要确保

         检测信号来源于真实的相互作用，而不是实验引入的噪声。

n 动态性：蛋白质相互作用是动态的，受细胞环境或时间的影响。

• Katz C, Levy-Beladev L, Rotem-Bamberger S, et al. Studying protein–protein interactions using peptide arrays. Chemical Society Reviews, 2011.

4.3
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蛋白质分子检测任务-蛋白质结构与功能的检测

任务目标： 蛋白质的结构决定其功能，解析蛋白质的三维结构是理解其生物功能的基础。许多

疾病的发生都与蛋白质的结构异常有关（如阿尔茨海默病中的蛋白质错误折叠）。

面临挑战：

n 复杂性和多样性：蛋白质具有动态性和多构象，许多蛋白质在不同环境下可能表现出不同的结

构，给检测带来挑战。

n 计算资源需求：解析大型蛋白质结构需要大量计算资源，

   尤其是使用冷冻电镜或NMR技术。

• Lisewski A M, Lichtarge O. Rapid detection of similarity in protein structure and function through contact metric distances. Nucleic Acids Research, 2006.

4.3
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蛋白质分子检测任务-蛋白质组学分析

任务目标： 蛋白质组学是一种高通量的分析手段，旨在全面分析样品中所有蛋白质的种类、丰

度、修饰状态及其动态变化。蛋白质组学分析在系统生物学和药物开发中具有重要价值，有助于揭

示生物系统的整体功能，并筛选出潜在的疾病标志物。

面临挑战：

n 数据复杂性：蛋白质组学产生大量复杂的数据，如何进行有效分析和解释是一个挑战。

n 技术敏感性：蛋白质组学方法需要高度敏感的仪器，以确保低丰度蛋白质的可靠检测。

• Gilchrist A, Au C E, Hiding J, et al. Quantitative proteomics analysis of the secretory pathway. Cell, 2006.

4.3
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扩散过程与蛋白质分子传输

蛋白质在许多检测方法中（如电泳和色谱）都会经历扩散过程，

微分方程帮助建模和预测这种扩散行为。

��
��

= ��2�

�:蛋白质浓度  �：扩散系数  �2�：浓度的空间梯度（拉普拉斯算子）

在 电泳 技术中，蛋白质在电场和扩散的双重作用下迁移。通过扩散方程，

可以模拟蛋白质迁移的扩散过程，优化分离条件，以提高分辨率和检测精度。

4.3
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蛋白质折叠与Fokker-Planck方程的关联

蛋白质的三维结构直接决定其功能，而蛋白质折叠是从无序的线性链转变为功能性

三维结构的动态过程。

�� �, � 
��

=− � ∙  � �, � � �  + � �2� �, � 

� �, � :  蛋白质在构象空间中的概率分布 
� � :  蛋白质折叠过程中的驱动力  
�: 扩散系数

蛋白质折叠动力学：通过Fokker-Planck方程，研究人员可以建模蛋白质的折叠路径，

预测蛋白质如何从无序状态折叠成其稳定的三维结构。这对于理解蛋白质功能具有重要

意义，特别是在折叠错误与疾病（如阿尔茨海默病）相关的研究中。

• Piana S, Lindorff-Larsen K, Shaw D E. Protein folding kinetics and thermodynamics from atomistic simulation. Proceedings of the National Academy of Sciences, 2012.

4.3
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蛋白质热稳定性与热传导方程的关联

蛋白质的功能往往受温度的影响，特别是蛋白质在高温下可能发生 热变性，

导致其功能丧失。研究蛋白质的热稳定性时，热量的传导和扩散是关键因素。

��
��

=  ��2�

�:  温度   �:热扩散系数

差示扫描量热法（DSC）：通过热传导方程，研究人员可以分析蛋白质在温度变化

下的行为，如熔解温度、热稳定性和变性过程。这些信息对蛋白质的应用（如药物

稳定性）和功能研究至关重要。

• Menczel J D, Judovits L, Prime R B, et al. Differential scanning calorimetry. Thermal analysis of polymers: Fundamentals and applications, 2009.

4.3
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微分方程在高通量分析中的应用

1.动力学分析：

1.使用 Michaelis-Menten 动力学方程 描述高通量药物筛选中分子间的结合

动力学，为优化实验条件提供支持。

2.扩散模型：

1.在微流体芯片中的高通量分析过程中，扩散方程 用于模拟蛋白质或药物分

子的迁移行为，优化检测效率。

3.数据处理模型：

1.使用 偏微分方程（PDE） 建模样品信号的变化，减少噪声对检测结果的干

扰，提高数据分析的准确性。

4.3
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智慧交通4.4

• 大多数方法将空间模式和时间模式

分开建模，不考虑它们之间的相互

作用，限制了模型的表示能力。

• 神经网络的层数越多，一般性能越

好，而 GNN 从深度中获益甚微。很

少有工作考虑在时空预测中网络深

度的重要性，但这对于捕获长程依

赖性至关重要。

n 现有研究存在问题：

• 根据交通流的空间连通性和语义相似性

构建空间邻接矩阵和语义邻接矩阵。 

• 引入具有残差连接的连续 GNN 以避免

过度平滑问题，建模长距离空间-时间

依赖关系。具有残差连接的离散层可以

视为微分方程（ODE）的离散化，可以

推导出连续图神经网络（CGNN）。

• 构建空间-时间张量，同时考虑空间和

时间模式，模拟复杂的空间-时间交互。
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时空图常微分方程网络STGODE4.4

问题描述：给定在交通网络 �  上观察到的张量 �  ，交通预测的目标是从历史 T 观察到的学习一

个映射函数 f ，用于预测未来的 T′ 交通观察。 [��−�+1, ��−�+2, ⋯, ��; �]
 � 

[��+1, ��+2, ⋯, ��+�′]

 STGODE 网络的架构 STGODE 块细节

• Fang Z, Long Q, Song G, Xie K. Spatial-temporal graph ODE networks for traffic flow forecasting. In: KDD, 2021.
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邻接矩阵4.4

n 空间邻接矩阵：

 di​j ：节点 i 和节点 j 间距离        σ2 、ϵ ：控制矩阵 As​p 稀疏性的阈值

n  DTW 距离定义语义邻接矩阵：

n DTW （动态时间规整）：

���
�� =  exp −

���2

�2
 , ifexp  −

���2

�2
 ≥ ϵ

0 , otherwise

� �, � = ���� ��, �� +min  � � − 1, � , � �, � − 1 , � � − 1, � − 1  

����� =  1, ��� ��, �� < ϵ
0,      otherwise

时间序列  X=(x1,x2,⋯ ,xi) 、 Y=(y1,y2,⋯ ,yj)       d​i​s​t​(xi,yj) ：某种距离度量

D​(i,j) ：子列 X 和 Y 之间的最短距离              D​T​W​(X,Y)=D​(m,n) ：X 和 Y 之间的最终距离

Xi：节点 i 的时间序列     ϵ ：决定邻接矩阵的稀疏程度
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STGODE 学习框架4.4

ℋ l∈ℝN×T×F  ： 第 l 层节点隐藏嵌入的时空张量

×i   ：在模式 i 上的张量-矩阵乘法

Â    ：正则化邻接矩阵     U   ：时间变换矩阵

W   ：特征变换矩阵         ℋ 0 ： GNN 的初始输入

ℋ� = 
�=0

�

 ℋ0×1��×2��×3�� 

dℋ � 
d� = ℋ0×1��+1×2��+1×3��+1

dℋ � 
d� = ℋ � ×1ln � +ℋ � ×2 ln� +ℋ � ×3 ln� +ℋ0

dℋ � 
d� = ℋ � ×1 � − � +ℋ � ×2 � − � +ℋ � ×3 � − � +ℋ0

ℋ � = ��������  
dℋ � 
d� ,ℋ0, � 
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STGODE 学习框架4.4

n 时间卷积块

����
� =  

�
� ��∗������

�−1 , � = 1,2, . . . , �

X∈ℝN×T×F ： TCN 输入       Wl ：第 l 个卷积核

Hl
t​c​n∈ℝN×T×F  ：TCN 第 l 层输出， 

时间卷积采用指数扩张率  d l=2l−1 

n 损失函数（Huber 损失）

� �, � =  

1
2  � − � 2 , |� − �| ≤ �

�|� − �| −
1
2 �

2 , otherwise

δ ：超参数，控制对异常值的敏感度

n 实验数据集

 数据集由加利福尼亚州交通部性能测量

系统（PeMS）实时每 30 秒收集。数据

集按照 6:2:2 的比例分为训练集、验证

集和测试集。使用一小时的历史数据来

预测接下来 60 分钟的交通状况。
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空间-时间图 ODE 网络用于交通流量预测4.4
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空间-时间图 ODE 网络用于交通流量预测4.4

 从道路网络选择两个节点进行案例研究。STGODE预测结果与地面真相相比明显更接近。在

正常情况下，模型生成平滑的预测，忽略小振荡以对抗噪声。但当出现突变时，STGODE能够

快速响应。STGODE 能够利用更远距离地理邻居和语义邻居的特征信息，准确捕捉实时动态

并过滤无效信息，而 STGCN 作为浅层网络，对附近邻居的敏感度较低，因此表现不稳定。
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4.4 时空图神经控制微分方程STG-NCDE

基于神经控制微分方程的方法(NCDEs)：

� �   = � 0 +  
0

�
�  � � ; �� �� � 

        = � 0 +  
0

�
�  � � ; �� 

�� � 
�� ��.

X(t)：一个连续路径，其值位于巴拿赫空间中

� ​(t) 的整个轨迹通过路径 X 随时间进行控制 原始 NCDE 处理时间序列的整体工作流程

• Choi J, Choi H, Hwang J, Park N. Graph neural controlled differential equations for traffic forecasting. In: AAAI, 2022. 
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时空图神经控制微分方程STG-NCDE4.4

• 预处理步骤：为每个节点创建一条连续路径 X(v) 。给

定一个离散的时间序列 {� i} N
i=0 ，原始 NCDE 运行

插值算法来构建其连续路径。分别对每个节点应用相

同的方法，创建一组路径，表示为  {� � }�=1
|�|

 。

• 主要步骤：对 {� � }�=1
|�|

 联合应用空间和时间处理方

法，并考虑其图连接性。设计一个 NCDE 模型，模

型在空间和时间处理方面都配备了图处理技术。然后，

得出每个节点 v 的最后一个隐藏向量 � (v)​(T) ，以及

最后输出层预测 ŷ(v)∈ℝS×M 。收集所有节点在�  中

的预测后，得到预测矩阵 Ŷ∈ℝ|� |×S×M 。 STG-NCDE 的整体工作流程
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时空图神经控制微分方程STG-NCDE4.4

n 时间处理 H � = H 0 +  
0

�
�  H � ; �� 

�X � 
�� ��

n 空间处理 Z � = Z 0 +  
0

�
�  Z � ; θ� � H � ; θ� 

�X � 
�� ��

         Z​(t)∈ℝ|� |×dim(� (v)) 是在将所有 v 的隐藏轨迹 z(v) 堆叠后生成的矩

阵

�
��  

Z � 
H �  =  

� Z � ; θ� � H � ; θ� 
�X � 
��

� H � ; θ� 
�X � 
��

 y � = � �  � W������ + �������

 �o​u​t​p​u​t∈ℝdim(� (v)​(T))→S×M           � o​u​t​p​u​t∈ℝS×M 输出层可训练权重和偏

置

�  是训练集        τ 是训练样本
� (τ, v) 是 τ 中节点 v 的真实值ℒ =

 �∈� �∈� ‖�
 �,� − � �,� ‖1

|�|× |�|

n 增强的ODE

n L1 损失函数作为训练目标
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用于交通预测的图神经可控微分方程4.4
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用于交通预测的图神经可控微分方程4.4

节点 111 和 261（分别对应节点 9 和 112）是 

PeMSD4（分别对应 PeMSD8）中的两个交通流量最

高的区域。

消融实验
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用于交通预测的图神经可控微分方程4.4

n 不规则交通预测

        实际上，交通传感器可能会损坏，有些区域在一定时间内无法收集数据。为反映

这种情况，独立地为每个节点随机丢弃 10%到 50%的感应值。

PeMSD8PeMSD4
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